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NWHan kann bekanntlich eine beliebige krumme Oberfläche so- 
wohl durch eine continuirliche Aneinanderreihung von Puncten ent- 
standen denken, als auch die Fläche als den Ort ansehen, welchen 
eine unendliche Menge von Ebenen in ihrer Gesammtheit umhüllt. 
Je nachdem wir von der einen oder der andern dieser beiden An- 
schauungen ausgehen, erhalten wir dann in der analytischen Geo- 
metrie die Gleichung der Oberfläche in sog. Punctcoordinaten oder 
in sog. Ebenen- oder Plan-Coordinaten. Bei der letzteren Auffassung 
wird es dann unter der unendlichen Menge von Tangentialebenen, 
durch welche wir die Fläche dargestellt denken, wieder unendlich 
viele Gruppen von unendlich vielen Berührungsebenen geben, welche 
durch denselben Punct des Raumes hindurchgehen und mit der 
Fläche, welche diese Systeme von Tangentenebenen an eine gegebene 
Oberfläche umhüllen, wollen wir uns in der vorliegenden Arbeit be- 
schäftigen. Es gehört diese Fläche, welche alle durch denselben 
Punct des Raumes an eine krumme Oberfläche möglichen Tangenten- 
ebenen einschliessen, zu den sog. Kegelflächen und wir nennen sie 
den Berührungs- oder Tangentenkegel der Oberfläche, weil die Seiten 
dieser Kegelfläche von allen durch den angenommenen Punct an die 
Oberfläche möglichen Tangenten gebildet sind. 

Um zu der Gleichung dieses Tangentenkegels zu gelangen, kann 
man auf verschiedene Weise verfahren; zunächst liesse sich wohl ein 
Weg, wie er im Folgenden für eine Oberfläche zweiter Ordnung an- 
gezeigt werden soll, benutzen. Es sei 
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(1.) Apod? + ayıy? 4 a8? + 2ayı2y + 2ars 
+ 204398 + 2agz0 + 243% + 20938 + a3; = 0 
die Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung, man hat alsdann 
(2.) (apo® + ayıy + Aoas + Aug) 8 
+ (Hr + Hy ua) 
+ (Qg0@ + a4Y + 0298 0) d 
— Agg® + Ay + 0398 + Ay; — 0 
als Gleichung der Tangentenebene für einen Punct xyz dieser Fläche, 
wenn mit &n£ die laufenden Coordinaten der Ebene bezeichnet wer- 
den. Es ist nun bekannt, wenn 
acr--by—- es +d=0 
die Gleichung einer Ebene in Punetcoordinaten in der sog. allge- 
meinen Form, mithin 
ur -ıy+us—1=0, 
worin wir dann u, v, w, welche dem Werth nach die negativen re- 
ciproken Abschnitte auf den 3 Coordinatenachsen sind, als Ebenen- 
oder Plan-Coordinaten definiren, die Gleichung derselben Ebene in der 
sog. Normalform ist, dass alle Ebenen, deren Coordinaten uwxo einer 
linearen Bedingungsgleichung 
Au + Bv+ Cuv+-D=0 | 
genügen, sich in einem und demselben Puncte schneiden, und zwar 
sind die rechtwinklichen Coordinaten dieses Puncts alsdann 
A, Ba C 
D’ Jazz D’ yN 
Sollen daher beliebige Tangentenebenen unserer Oberfläche durch den- 
selben Punct ade des Raumes hindurchgehen, so besteht nach 
dem eben Gesagten für sie folgende Gleichung 
(3.) (App Ay Y + AgaS Ag) a 
+ (er My Has + a5) d 
+ (ae + ayıy + as + 03) © 
+ Azp® + Azıy + A803 — 0. 
Aus diesen drei Gleichungen (1.), (2.), (3.) lassen sich dann «ys eli- 
miniren; werden die gefundenen Werthe in die Gleichung der Tan- 
gentenebene eingesetzt, so stellt diese Gleichung zwischen £n7£ als 
Variabeln einen Tangentenkegel an die Oberfläche dar, dessen Mit- 
telpunct der Punct ade ist. Allein dies Verfahren ist, so einfach es 
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auch scheint, wegen der sehr weitläufigen Rechnungen nicht einmal 
für die Flächen zweiter Ordnung, deren Berührungskegel den Gegen- 
stand dieser Untersuchung bilden soll, anwendbar, und wenn: die 
Rechnung wirklich durchgeführt würde, bekäme man die Gleichung 
des Tangentenkegels in einer ziemlich unübersichtlichen Form, welche 
mit dem z. B. von Magnus*) gegebenen, aber auf andere Weise ge- 
fundenen Ausdruck übereinstimmen würde. 

Es liesse sich zwar dies Verfahren nach Analosie des zu dem- 
selben Zwecke von Cayley”*) bei Untersuchung algebraischer Curven 
angewandten so vereinfachen, dass die Schwierigkeiten des Calculs 
eher zu bewältigen wären, wir wollen jedoch eine Methode benutzen, 
die Joachimsthal **) gleichfalls zur Untersuchung algebraischer Curven 
angewandt hat, und welche uns nicht nur weit schneller zum Ziel 
führt, sondern sogar die Mittel an die Hand gibt, mit Leichtigkeit 
die Gleichungen für Berührungskegel von Flächen höherer Ordnung 
aufzustellen. 


*) Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der anal, Geom. des 
Raumes. I. Abth. $. 60. Als Gleichung des Tangentenkegels von einem Puncte 
«By an eine Oberfläche, deren Gleichung 


as? + by? + ex? 4 2aazy + 2b as - 2c’yz 
42a s +2 y+2ca+d=0 
ist, wird daselbst ein Ausdruck 
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= (ay+ eBß-+da-+a’)s+(dy+58+aa+8")y 
+öy+aß4 ca +e)e+a'y4 084 e’a+ d 
M = ay? + bp? -- ca? 4 2u’aß + 2bay 4- 3c'y 
+ 2ay + 2U"’P 20a --d 
N = az? + by? Ei ca? + Day + 2haz + 2c’yz 
42.3 28 y-+2cac +d 
zu setzen sind, gegeben, 
**) Recherches sur l’&liminatior, et sur la theorie des courbes, Crelle 
Journal. Bd. XXXIV. pag. 30 ff. 
**) Remarques sur la condition de l’Egalit€ de deux racines d’une &qua- 


tion algebrique; et sur quelques theoremes de Geometrie, qui en suivent, Crelle 
Journal. Bd. XXXIII, pag. 371 fi. 
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Denken wir uns im Raume drei Puncte, deren rechtwinkliche 
Coordinaten XYZ, zys, &nd sein mögen, so ergeben sich, wenn die 
Puncte auf einer Geraden liegen und die Entfernungen des ersten 
Puncts von den beiden andern mit r und o bezeichnet werden, so- 
gleich nachfolgende Beziehungen 

Kr. arts Dear a 
KEN ur Pan e 
oder anders geschrieben 
e&— )=rX—Hef—W=rl/—n,eZz—y=riZ—)) 
Zu denselben kommt, wenn statt dreier rechtwinklicher Coordinaten 
die bekannten vier Coordinaten, welche zur Homogenisirung der 
Gleichungen von Flächen dienen, angewandt werden, noch folgende 


oder 

e(W—- w=r(W—o). 
Man kann daher eine durch zwei Puncte im Raum laufende Gerade 
durch “folgendes System von Gleichungen 


(4.) N un ae nal 
e—r ’ -o—r 
Ze en w_.@—r® 

e—r e—r 


dargestellt denken; denn nimmt man die beiden Puncte, XFYZW und 
£nfo, als im Raume fest, mithin auch die Entfernung o derselben 
als gegeben an, so müssen die Coordinaten zysw eines jeden dritten 
Puncts, welcher in einer variabeln Entfernung r vom Puncte XYZW 
auf der durch die beiden festen Puncte bestimmten Geraden liegen 
soll, den obigen Gleichungen genügen. 

Werden daher diese Werthe (4.) für XYZW in die Gleichung 

F(XYZW) = 0 

einer Oberfläche mter Ordnung eingesetzt, so werden durch die dann 


entstehende Gleichung 
Fe eoy—rn 08 — rd ey 
Pe Re Tl Ara 
oder wenn man mit (oe — r)® multiplieirt, durch nachfolgende 
(5).° F(ox — r£&, ey — rn, 08 — rt, gw — ro) = 0 
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die Durchschnittspuncte einer durch zwei Puncte zysw und Enfo 
des Raumes gelegten Geraden und der Oberfläche mter Ordnung be- 
stimmt. Diese Gleichung (5.) für die Durchschnittspuncte lässt sich 
nun in bekannter Weise nach Potenzen von r und e entwickeln und 
gibt zunächst 
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oder wenn mit ge” dividirt wird 
(6.) 7 Pım rt?) Ds ER, 
ee al 1 U 
GN REIT, 8 eng! 
worin 
p=F(ayzw) 
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zu setzen sind. In Bezug auf - ist, wie man sieht, diese Gleichung 
0 


(6.) vom mten Grade und die m Werthe von er welche der Gleichung 


genügen, bestimmen daher die m Intersectionen der Geraden und der 
Oberfläche; tritt nun der Fall ein, dass zwei dieser Durchschnitts- 
puncte zusammenfallen, so berührt die Gerade die Oberfläche in die- 
sem Punct und es müssen dann offenbar 2 Wurzeln der obigen Glei- 
chung gleich sein. Wird daher für die Gleichung 

ee 3 LIT PR 

TEN, a SEO TEN TrögnE 
eine Bedingung aufgestellt, dass zwei von den m Wurzeln gleich sind, 
so werden durch diese Bedingungsgleichung, wenn wir Endo als con- 
stant, d.h. den Punct Erndo im Raum fest, dagegen zysıw als variabel 
annehmen, alle durch den Punct End» an die Oberfläche möglichen 
Tangenten, mit andern Worten ein Berührungskegel, dessen Mittel- 
punct der Punct &nfo ist, an dieselbe bestimmt. 
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Es ist nun bekanntlich, wenn eine Gleichung 
unter rt... +0 
deren Wurzeln wir mit @&,&@ ...«, bezeichnen wollen, zwei gleiche 
Wurzeln haben soll, die nothwendige und genügende Bedingung, dass 
das Product aus allen Differenzen je zweier Wurzeln verschwinde, also 
(&; — ©) (a, — 03)... (ad — &) = Play...) = 0 
(@, — a3)... (@: — @u) 


(a 
Dieses Product müssen und können wir aber, da die Wurzeln der 
Gleichung nicht bekannt sind, durch die in der Gleichung unmittel- 
bar. gegebene Summe aller Wurzeln 


und die ebenfalls in der gegebenen Gleichung vorkommenden Summen 
der Combinationen der Wurzeln zu je 2, 3...n, nämlich 
PR NEN 

An Ay 
ausdrücken und wir gelangen dadurch zu einer Beziehung zwischen 
den Coefficienten des Unbekannten, welche erfüllt sein muss, wenn 
die Gleichung zwei gleiche Wurzeln haben soll. Diese Bedingungen 
sind nun für Gleichungen verschiedener Grade aufgestellt worden*) 
und für die Gleichung zweiten Grades 
+ ae a.?—=0 
hat man bekanntlich **) 

a4? — Ay = 0 

als Bedingung gleicher Wurzeln. 

Da unsere Untersuchung des Tangentenkegels sich nur auf die 
Flächen zweiter Ordnung erstrecken soll, so genügt zwar für die vor- 
liegende Arbeit die eben ausgesprochene Bedingung der gleichen 
Wurzeln für die Gleichung zweiten Grades; wir wollen aber diesen 
Gegenstand noch etwas weiter verfolgen, da eine eingehendere Be- 
trachtung der Bedingung zweier gleicher Wurzeln für eine Gleichung 
mten Grades uns sogleich folgenden bekannten ***) Satz liefert: 


*) Tortolini, annali di scienze matematiche e fisiche. Roma 1855 (Novbre), 
**) Joachimsthal, 1, c. pag. 372. 
”") Plücker, System d. Geom, d. Raumes, Einl. 30. 
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>Der Berührungskegel einer Fläche mter Ordnung ist im 
Allgemeinen von der m (m—-I)ten Ordnung.« 

Das Product aus allen positiven und negativen Wurzeldifferen- 
zen einer Gleichung nten Grades /(x) = 0, nämlich, welches dem ab- 
soluten Werthe nach offenbar gleich der zweiten Potenz des oben 
mit P(aj@,...&,) bezeichneten Productes ist, lässt sich wie jedes 
Product aller Differenzen gegebener Grössen als Determinante dar- 


stellen, nämlich 
n(n—1) n(n-—1) 
er = l-1)2 1.8.8, 007 18, 
Se 


* 


Sa-ı Dany 1 Sgn-g 
und es bedeuten in dieser Determinante nten Grades S, S,... Sgn_e 
die Summen der ersten, zweiten u. s. w. Potenzen der Wurzeln der 
Gleichung, also z. B. 

Sea +9 a... 

S=a?+e24+.. +02 us wf. 

und S=n. 

Bekanntlich*) wird nun dieses Product die Determinante der Glei- 
chung f(x) = 0 genannt, weil durch das Verschwinden desselben das 
Vorhandensein gleicher Wurzeln angezeigt wird und im Falle, dass 
es nicht verschwindet, aus dem Vorzeichen desselben auf eine gerade 
oder ungerade Anzahl von Paaren complexer Wurzeln geschlossen 
werden kann. Es lässt sich nachweisen ,”*) dass die Determinante 
einer Gleichung nten Grades 

Ay + 8 + a2? --.. — a —=0 
eine ganze rationale Function (2n -- 2)ten Grades der Grössen 

a da 
ist, welche durch Multiplication mit a,?%-2 homogen wird. 
Wenden wir dies nun auf unsern Fall an, so ergibt sich un- 

mittelbar, dass die Determinante der zur Bestimmung des Unbekannten 


*) Salmon, a treatise on the higher plane curves. pag. 296. 
**, Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, $, 12, 9. 


z gefundenen Gleichung 
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eine Function (2m — 2)ten Grades von 
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ist, und da aus Betrachtung der oben für pyPı --:Pm gegebenen Aus- 
drücke sogleich hervorgeht, dass pg Pı : - - Pm—ı1: ?m In Bezug auf zyzw 
beziehlich vom m, m—1...1, Oten Grade sind, so kann die Deter- 
minante der Gleichung (6.) in Beziehung auf zyz0 ‚höchstens vom 
m(2m—2)ten Grade sein. Die Determinante einer Gleichung ist aber, 
wie wir gesehen, das Quadrat des ersten Theils der oben gegebenen 
Bedingungsgleichung für zwei gleiche Wurzeln, diese Bedingungs- 
gleichung selbst, d. h. in unserm Falle die Gleichung des Tangenten- 
kegels, kann daher in Bezug auf xyz höchstens vom m(m — I)ten 
Grade sein. Für die Flächen zweiter Ordnung ist daher der Berüh- 
rungskegel eine Kegelfläche zweiten Grades. 

Wir wollen jetzt zur speciellen Untersuchung des Berührungs- 
kegels der Flächen zweiter Ordnung übergehen und zunächst die 
Gleichung für denselben nach der angegebenen Methode aufstellen. 
Man hat | | 
JKXYZW) = ap? + 2ayı XF -- 2a, XZ + 2ag X W 

+ a1F? + 20,2 + 2a, FW a2? 
+ 20,32 W-+ a3; W? 
als Gleichung der Oberfläche, daraus ergibt sich sogleich 
P = Agg®? + 200 Y + 20923 —- 2ayz2w 4 a11y? 
+ 201298 + 2a,3yw —- 298° 4 2380 —- 3310? 


und 
, P=2(Ayo® + AyY 8 + ag3Ww) E 
\ — 2 (ap@ + 19 + a8 + 3%) 
— 2 (ayp® + Ayıy + Q2g8 + a3) & 
+ 2 (a39@ 031% + agS 4 3310) © 
endlich 


Pr = 20998? 4- LayıEn -— 4anEE + dayg&w 
+ 20,19? + dan + day + 20750? 
—- Adyslw -+ 2d330°. 


wa a 
Als Gleichung der Intersectionen findet man 
a ED Dart. 
EN Er rege 


oder wenn man mit e? dividirt und 


p=f 
mr=%fı 
Pr = 2Jr 


gesetzt werden 
r r? 
N ea ler ei 
und als Bedingung der gleichen Wurzeln hat man p,? — ?pp; =0 d.h. 
w—h=). 
Man sieht nun aus den Werthen von pp; P,, dass f durch Vertau- 


schung von zysw mit £nfo in fy übergeht, also geschrieben werden 
kann, sowohl 


NAfzEtH4 SV tif tHhfweo 
Era ty yHiST st ifarw 


wenn mit fx, fy, fs, / w die partiellen Differentialquotienten von 
F=JF(ayzw) nach zysw genommen und mit f&, fn, f, fo die 
von fa = f(Enfwo) nach Enfw bezeichnet sind. 

Man kann demnach schreiben 


Feafwec His yeyHifsestifww 


P=MEEH UT HAST EHI wr 0 
Führt man diese Werthe von f, fi, /, in die Gleichung 


als auch 


und 


fe? —r=)0 
ein, so erhält man zunächst 
(A) FELL Yet fwrR] 


Era H/nytH st st for u) 
Urea tfyey+Ss sts wu] 
EUER BR 
oder wenn die Werthe 
F=S(ayzw) 
und 


Fa = FEnfo) 


benutzt werden ie 

(B) BE a BL Be 
— 4f(eysw) » F(&n7Lo) = 0 

als Gleichung für den Berührungskegel. 

Die erstere dieser Gleichungen (A) kann man nach Auflösung 
der Klammern und gehöriger Reduction leicht auf folgende Form 
bringen: 

(C) [an — &y]) (FE FYy— Fr fn) 

+leE— el (PERL 7d 

+ [20 — 80] (FE fu —f2.fo) 

+Wwe—n] Vn fs —fyV-fd 

+ Wo — rw] fn-Fw— Fy-fo) 

+ [0 - tw] (Ft-fw— fs. f)—0 
aus welcher sich dann die Gleichungen für den Tangentenkegel der 
auf 3 Hauptschnittebenen bezogenen Flächen zweiter Ordnung, wie 
sie im Folgenden kurz angegeben werden sollen, sogleich ergeben. 

Für ein einfaches Hyperboloid, welches durch die Gleichung 

2. 2 
Re 
dargestellt wird, erhält man als Gleichung des Berührungskegels 
(en Ey (2 EI YET? 
7 b2c? 
x — &)2 — n)? 2x — ()% 
ch = en 1) FR 
dieselbe gibt für £= o. NEN, 2 0 unmittelbar 
ei 2 
BEAT 
die Gleichung des ce der Fläche. 

Bei dem getheilten en dessen Gleichung 

a2 2 
N ZA 
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ist, ergibt sich | 
a7 — sy _ BL Set _ WE nn) 


a?b? wi a?c? b2c? 
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als Gleichung des Tangentenkegels und daraus ebenfalls 
EZ 
lm mar er 
als Gleichung für den Asymptotenkegel. 
Eine ganz ähnliche Gleichung finden wir für den Berührungs- 


kegel eines Ellipsoids 
ATa 


nämlich 


en — Ey)? , (26 — £8)? — rs)? 
( pH a, zerlsch ) been ) 
2 — ee PEN a Y 
Ink 2 2: (Y z8 n) Rn ( = ') 
und wenn wir die Gleichung des Ellipsoids, ndm a =eb=c=r 
gesetzt wird, in die einer Kugel 
atyp+ten 
übergehen lassen, so erhalten wir die Gleichung eines derselben um- 
schriebenen Kegels, eines geraden Kreiskegels im Raume zunächst 
(en — Ey)? + (8 — Es)? 4 (yE — nB)? 
ES I A a le a u 3 
oder wenn man die Klammern auflöst und für r seinen Werth setzt 
finden wir 
Be) ul en) 1,818 2)] 
— ey 8) 2 5% — N) @n] 
als Gleichung eines sog. Rotationskegels. 
Bei einem hyperbolischen Paraboloid, welches durch die Gleichung 
a2 2 
ee 
repräsentirt ist, hat man 
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als Gleichung für den Tangentenkegel; die Gleichung verschwindet 
für&=0,7n=0,€6=0 zeigt also an, dass kein Asymptotenkegel 
vorhanden ist. 

Endlich für die Gleichung 


22 92 
eines elliptischen Paraboloids kommt | 
N — Ey)? rer ae" 
u Lone 
als Gleichung für den Berührungskegel. | 
Es ist bekannt,*) dass der Tangentenkegel der Flächen zweiter 
Ordnung in einen Punct, in eine Ebene und in ein System von zwei 
Ebenen degeneriren kann. Da ohne Weiteres ersichtlich ist, wann 
diese Fälle eintreten, so wollen wir nicht länger dabei verweilen, 
sondern im Folgenden kurz angeben, wie sich die Gleichung des 
Tangentenkegels gestaltet, wenn der Berührungskegel in einen Be- 
rührungscylinder übergeht. Es wird genügen, dies an dem Ellipsoid 
zu zeigen, da die andern Flächen sich ganz analog verhalten. Wir 
lassen zu dem Ende den Mittelpunct eines Tangentenkegels an das 
Ellipsoid unendlich weit fortrücken, setzen also eine der Coordinaten 
desselben, etwa & == OO, es verschwinden dann hiergegen die endlichen 
Werthe von „ und &, der unendlich ferne Mittelpunet des Kegels 
fällt in die x-Achse, und diese eine der Hauptachsen des Ellipsoids 
wird die Achse des Berührungscylinders. Wir erhalten 
yo 2 
eh a6) 
als Gleichung der Directrix dieses Cylinders. Die Leitlinie fällt also 
mit dem zur x-Achse senkrechten Hauptschnitt des Ellipsoids zu- 
sammen. Man wird leicht durch Transformation des Coordinaten- 
systems dem unendlich fernen Mittelpunct beliebige andere Lagen 
gegen das Ellipsoid geben können. Von den übrigen Flächen zweiter 
Ordnung gilt mit den nöthigen Modificationen ganz dasselbe. 
Es wird leicht sein, da die Gleichung der oben mit 
HRIZMI-O 
bezeichneten Oberfläche keine besondern Beziehungen zwischen den 
Coordinatenebenen und der Fläche voraussetzt, durch Verlegung des 
Coordinatenanfangs in den Mittelpunct des Tangentenkegels die Glei- 
chung des Tangentenkegels auf die allgemeine Form der auf drei 


=] 


*) Magnus, Smig, I. Abth, 8. 60. 


Hauptachsen bezogenen Kegelfläche zu bringen. Wir finden alsdann 
(A953? — Ay0Q33) 2? + (Q43? — @14933) Y? + (Ayg? — Ay2Q3;) = 0 
als Gleichung des Berührungskegels; denken wir uns diesen Kegel 
von einer Ebene geschnitten, ebenso die Oberfläche von einer andern 
Ebene, so wird sich zeigen, dass in dem Falle, wo beide Schnittcur- 
'ven gleich werden, auch beide Ebenen zusammenfallen, also der Tan- 
gentenkegel und die Oberfläche eine ebene Curve mit einander ge- 
mein haben, woraus hervorgeht, dass der Tangentenkegel die Ober- 
fläche in einer ebenen Curve berührt. Es wird ferner aus der Glei- 
chung der Schnittebene hervorgehen, dass sie die Polare zum Mittel- 
puncte des Tangentenkegels als Pol in Bezug auf die gegebene 
Oberfläche ist; wir werden daher aus der Theorie von Pol und 
Polare bekannte Sätze in Bezug auf den Tangentenkegel in folgender 

Weise fassen können, z. B. . 
»Wenn der Mittelpunct des Berührungskegels einer Fläche 
zweiter Ordnung sich auf einer Ebene bewegt, so dreht sich 
die Ebene der Berührungscurve um einen Punct; und um- 
gekehrt.« 

ferner: 
»Bewegt sich die Spitze eines Tangentenkegels an eine Fläche 
zweiter Ordnung auf einer Geraden, so dreht sich die Ebene 
der Berührungscurve auch um eine Gerade; und umgekehrt. 
Beide Gerade sind alsdann reciproke Polaren.« 

Diese Beziehungen zwischen Tangentenkegel und Pol und Polar- 
ebene liefern uns nicht nur mehrere für die Theorie des Berührungs- 
kegels wichtige Sätze, sondern wir können ‚auch mit Hilfe derselben 
auf die einfachste und eleganteste Weise zur Gleichung des Tangen- 
tenkegels einer Oberfläche zweiter Ordnung gelangen. 

Wenn nämlich 

Sleyzw) = 0 
und 

g(aysı) = 0 
die Gleichungen von zwei Oberflächen zweiter Ordnung sind, so stellt 
bekanntlich*) die Gleichung 


*) Plücker, Syst. Einl. 44, 


—ıi — 
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worin A eine beliebige Constante bedeutet, irgend eine Oberfläche 
derselben Ordnung dar, welche durch die Schnitteurve der beiden 
ersten Flächen geht. Wird nun für die eine dieser Oberflächen, 
etwa für 
y(zysw) = 0 
ein System von zwei Ebenen, welches ja gewissermassen auch als eine 
Oberfläche zweiter Ordnung aufgefasst werden muss, substituirt, 
setzen wir also etwa 
y=U,D, 

worin U, und U, die Gleichungen von zwei Ebenen bedeuten, so 
stellt dann die Gleichung 

JS+AU,U, =0 
bei willkürlicher Wahl von A alle Oberflächen zweiter Ordnung dar, 
welche durch die Schnitte einer Oberfläche der genannten Ordnung 
und eines Ebenenpaars möglich sind. Wir können nun diese beiden 
Ebenen näher bestimmen und wollen uns dieselben als Polarebenen 


zweier Puncte 2949890, und 24y9,2,;%, in Bezug auf die gegebene 
Oberfläche 


| Fleysw) — 0 
denken, wir erhalten alsdann folgende Gleichungen für dieselben 
Vet nr tw 
und 
Def +tWy tra uw 
und als Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung durch den Schnitt 
dieser beiden Ebenen mit, der gegebenen Oberfläche ergibt sich 
rn vor tw vl tfy fs + ww] 
+/(aysw) = 0. = 
Wir Hohen nun noch über die willkürliche Constante A zu verfügen 
und wollen dieselbe so bestimmen, dass die Oberfläche durch den 
Punct 29%9%920, hindurchgeht; man hat alsdann 
af tyFYr-..) af ty: 
+ (@0Y080%00) = 0 
oder 
1+-21[2 2 +yS/yı Tas ww) = 0 


und daraus 
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1 
en NT ee ee en TE TEN ET 
en af yvIyı ranfs + wfw 
Wird dieser Werth in unsere Gleichung eingesetzt, so erhält man 
2F(ayzıo) [ef + YSYı + SF + wor wi] 
- JH tt yr.. ) fa tyfyt-.)=0 
als Gleichung einer Oberfläche, welche durch den Schnitt einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung mit einem Ebenenpaar und den Pol der einen 
Ebene geht, eine Gleichung, welche in Bezug auf 2,Y9%920, und 
2 yıS 0, symmetrisch ist, also ungeändert bleibt, wenn darin 29%,%9209 
mit 2,%,3;%, vertauscht wird, was in Worten folgenden von Hesse 
mitgetheilten Satz gibt: | 
»Durch den Schnitt einer Oberfläche zweiter Ordnung und 
ein Ebenenpaar lassen sich unendlich viele Oberflächen zweiter 
Ordnung legen; von allen diesen Oberflächen geht diejenige, 
welche durch den Pol der einen Ebene hindurch geht, auch 
durch den Pol der andern.« 
oder auch umgekehrt: 
»Schneiden sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung in ebenen 
Curven und liegt der Pol der einen Schnittebene in Bezug 
auf die erste Oberfläche auf der andern Oberfläche zweiter 
Ordnung, so gilt dasselbe auch von dem Pol der anderen 
Schnittebene.« 
Mit Rücksicht auf den Tangentenkegel modificiren sich diese Sätze 
folgendermassen: 
»Die Mittelpuncte zweier Ber Hhrkbevkögelo; an eine Oberfläche 
zweiter Ordnung liegen immer auf einer Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche durch die Berührungscurven geht.« 
und: | 
»Wird durch den Mittelpunet und die Berührungscurve eines 
Tangentenkegels an eine Oberfläche zweiter Ordnung eine 
Oberfläche derselben Ordnung gelegt, so liegt der Mittelpunct 
des durch den andern Schnitt beider Flächen an die erste 
möglichen Tangentenkegels auf der zweiten Oberfläche.« 
Es stützt sich dieser letzte Satz noch auf den bekannten, *) 


*) Plücker, Syst, $. 14, 264, 


u MW 


dass zwei Oberflächen zweiter Ordnung, welche sich in einer ebenen 
Curve schneiden, sich ausserdem immer noch in einer zweiten reellen 
oder imaginären ebenen Curve schneiden. Als specieller Fall mag 
noch hervorgehoben werden, wenn nämlich die eine Ebene in eine 
Tangentenebene übergeht: 
»Wenn zwei Oberflächen zweiter Ordnung eine Ebene in 
einem und demselben Puncte berühren und sich ausserdem 
in einer ebenen Curve schneiden, so liegt der Pol dieser 
Schnittebene in Bezug auf die eine Oberfläche auf der andern.« 


Wir wollen jetzt zusehen, wie wir aus diesen Betrachtungen zur 
Gleichung des Tangentenkegels gelangen. Fallen die beiden Ebenen 
U, und U, zusammen, so müssen auch die Pole derselben 2,%929%y 
und 2,912); zusammenfallen und die Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche dann durch den Schnitt dieser Ebene mit der gegebenen 
Oberfläche 

faysw) = 0 a 
und den Pol der Ebene in Bezug auf dieselbe geht, ıst dann, wie wir 
wissen, ein Berührungskegel an die gegebene Oberfläche von dem Pol 
als Mittelpunct. Wird daher in der Gleichung 

2,(eusw) [ef + y/ rt: --] 

- Ja tyYyNt+t. I)erır +tyYyr:. 1>=0 
=, yo =Yn: Ho >=: = w;, gesetzt, so geht sie in die Glei- 
chung des Tangentenkegels über und man erhält 

4 /(aysWw) S(LYoLor0o) 
- JH tl YrS SH + ww = 
eine Gleichung, welche mit der oben für den Tangentenkegel gege- 
benen Gleichung (B) übereinstimmt. 


Aus der Theorie von Pol und Polare ist folgender Satz bekannt: 
»Bewegt sich ein Punct auf einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung, so beschreibt die Polare dieses Puncts rücksichtlich 
einer andern Oberfläche zweiter Ordnung eine dritte Ober- 
fläche zweiter Ordnung.« 

Ueberlegen wir, was aus dieser dritten Oberfläche wird, wenn für 
die Oberfläche, auf der sich der Pol bewegt, ein Tangentenkegel 
substituirt wird, so erhalten wir ohne Weiteres folgenden Satz: 


N MO en 


»Bewegt sich ein Punct auf einem Tangentenkegel einer 
Fläche zweiter Ordnung, so umhüllt die Polare derselben 
rücksichtlich der gegebenen Oberfläche die Berührungscurve 
des Tangentenkegels und der Oberfläche als Tangentenebene.« 
und umgekehrt: 
»Denkt man sich eine ebene Curve zweiten Grades im Raume 
von allen an sie möglichen Tangentenebenen umhüllt, so 
liegen die Pole aller dieser Ebenen in Bezug auf alle Ober- 
flächen zweiter Ordnung, welche durch die gegebene Curve 
gehen, auf Kegeln, welche die bezüglichen Oberflächen in 
dieser Curve berühren.« | 
Dieser letzte Satz führt uns zu den von Plücker*) ausführlich 
untersuchten, den Flächen zweiter Ordnung umschriebenen Rotations- 
kegeln und den damit zusammenhängenden Untersuchungen über 
Focalpunete und Directricen. Es gibt nämlich, wie man weiss, für 
einen Theil der Flächen zweiter Ordnung sog. Kreisschnittebenen ; 
denkt man sich an diese Kreisschnitte die Tangentenkegel construirt, 
so wird die Folge ihrer Mittelpuncte eine Curve im Raume beschrei- 
ben und dieselbe ist eine sog. Focalcurve. Wir wollen jedoch hier- 
bei nicht länger verweilen, sondern wenden uns zur Frledigung der 
Frage, ob es solche Lagen für den Mittelpunct des Berührungskegels 
einer Fläche zweiter Ordnung gibt, dass derselbe eine der Haupt- 
ebenen der Fläche in einem Kreise schneidet. Wır werden finden, 
dass dies im Allgemeinen nicht der Fall sein kann, sondern nur dann 
möglich ist, wenn die Flächen in die betreffenden Rotationsflächen 
übergehen, wie wir es ausführlich an einem einfachen Hyperboloid 
nachweisen wollen. 
Für eine solche Fläche, deren Gleichung 
2 yp 2 


ER 
ist, ergibt sich 
1 1 &2 
2 a a2? +22) 14 G- am eg! 
- 2E0nY = g2 
a 


*) Syst, d. Geom, d, R. $. 11, 210 ft. 
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als Gleichung der Schnitteurve eines Tangentenkegels an diese Fläche 
mit der XY-Ebene; soll diese Gleichung einen Kreis darstellen, so 
muss offenbar folgenden Bedingungen 

FH 7? are 

Be 3 2 Fe 

| 

Zu ir RR EIER 

287 SER any 

Be 


a®b 


= 


genügt werden. Daraus folgt sogleich 
$=0; y=V 

der gesuchte Punct muss also auf der s-Achse liegen; ferner müsste 
dann 

t=eVa—l=eyR—1 
sein, was nur möglich ist, wenn «=, also die Kehlellipse der Fläche 
ein Kreis, mithin die Fläche selbst ein einfaches Rotationshyperboloid 
ist. In diesem Falle liegt also der fragliche Punct auf der s-Achse, 
und zwar ist es, da die Einheit beliebig angenommen werden kann, 
ein jeder beliebige Punct derselben. Die Gleichung der Schnitteurve 
mit der XZ-Ebene ist 


1 
= (>= Zr + a?c? ae) us ler, Ara 22 at a 
26x en en n% Be 
a? a?c? ca 
eine Gleichung, welche nie in die eines a übergehen kann, weil 
dann «= —b, also eine positive Grösse einer negativen gleich sein 
müsste. Ebenso wenig kann der Berührungskegel für irgend welche 


Lage des Mittelpuncts die FZ-Ebene in einem Kreise schneiden. 


Durch ganz ähnliche Betrachtungen bei den übrigen Flächen 
gelangen wir zu dem getheilten Rotationshyperboloid, dem Rotations- 
paraboloid und dem Rotationsellipsoid; der Ort der Mittelpuncte für 
die fraglichen Tangentenkegel ist dann immer die Rotationsachse. 
Geht endlich das Ellipsoid in die vollkommenste Rotationsfläche, in 
eine Kugel über, so werden, wie ja aus der Natur der Fläche her- 
vorgeht, alle drei Coordinatenebenen von Tangentenkegeln, deren 


Mittelpunete sich auf den dazu senkrechten Achsen bewegen, in 
Kreisen geschnitten. 


Wir kehren jetzt wieder zu den Untersuchungen über Pol und 
Polare zurück und erhalten dann, wenn wir den Tangentenkegel von 
einer Ebene geschnitten denken, sogleich folgende Sätze: 

»Bewegt sich der Pol einer Oberfläche zweiter Ordnung auf 
einem Tangentenkegelschnitt, so umhüllt die Polare einen 
Kegel, der die Oberfläche in der Berührungscurve des Tan- 
gentenkegels schneidet.« 
und umgekehrt: 

»Schneidet ein Kegel eine Oberfläche zweiter Ordnung in 
einer ebenen Curve, so liegen die Pole aller Tangentenebenen 
dieses Kegels in Bezug auf die Oberfläche zweiter Ordnung 
auf einem Kegelschnitt, durch welchen sich ein Berührungs- 
kegel an die Oberfläche legen lässt, der die Oberfläche ın 
der Schnitteurve mit dem ersten Kegel berührt.« 


Es schliesst sich an diesen Satz folgende interessante Aufgabe, 
wenn eine ebene Curve zweiten Grades und eine Oberfläche zweiter 
Ordnung im Raume gegeben sind, zu untersuchen, in welchem Falle 
sich durch diese Curve ein Tangentenkegel an die Oberfläche legen 
lässt. Es sei 

PD (zysw) = 0 

die Gleichung der Oberfläche, man hat dann 

| BE + yon +. _ 

D(zysw) —1. JE RT Bl 
als Gleichung eines Tangentenkegels von einem beliebigen Puncte 
&rfo an dieselbe; wird dieser Tangentenkegel nun von einer beliebi- 
gen Ebene 
= Ar + By+ 03 + Dw 
geschnitten, so ist irgend eine Oberfläche, welche durch den Schnitt 
dieser Ebene und des Tangentenkegels geht, durch die Gleichung 
ni ’ 5 

D(zysw) — 4 en + 4[Ax + By+ Cs + Dw)? =) 
repräsentirt. Wir finden als Gleichung einer Oberfläche, welche durch 
den Schnitt dieser letzteren und der gegebenen geht, 


cDE 
Kemer ı ( ee +4[Ar -- By... P|+uweyse)=0 
wird darin u= — 1 gesetzt, so nimmt dieselbe folgende Gestalt an: 


@PE+-yPn-..)? Bi 
— 1 D(Erko) — 4 4[Ar + By... =, 
d. h. beide Flächen schneiden sich in ebenen Curven. Ist also die 
Gleichung einer Curve zweiten Grades im Raurne durch die Gleichung 
einer Fläche zweiter Ordnung und einer Ebene gegeben, so muss, 
wenn durch die Curve ein Berührungskegel an eine andere Ober- 
fläche zweiter Ordnung möglich sein soll, diese Oberfläche von der 
ersteren zur Bestimmung der Curve gegebenen in ebenen Üurven ge- 
schnitten werden. 
In diesen Betrachtungen liegt zugleich der Beweis des folgen- 

den, dann als besondern Falls erscheinenden bekannten *) Satzes: 

»Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung sich in ebenen Curven 

schneiden, so lassen sich denselben zwei Tangentenkegel um- 

schreiben.« 
und umgekehrt: 

»Sind zwei Flächen zweiter Sehens zweien Kegeln zweiten 

Grades eingeschrieben, so schneiden sie sich in ebenen Curven.« 
Da sich nun zwei Flächen zweiter Ordnung, welche sich in einer 
ebenen Curve schneiden, ausserdem noch in einer zweiten solchen 
Curve schneiden, so hat man auch: 

»Alle Flächen zweiter Ordnung, welche durch einen gegebe- 

nen Kegelschnitt gehen, haben zwei gemeinschaftliche Tan- 

gentenkegel.« 


und 
»Alle Flächen zweiter Ordnung, die einer gegebenen Kegel- 
fläche eingeschrieben sind, schneiden sich in zwei ebenen 
Curven.« | 
Es wird keine Schwierigkeiten haben, auch noch den folgenden 
Satz zu beweisen: 
»Schneiden sich zwei Kegel zweiten Grades in einer ebenen 
Curve, so schneiden auch alle dem einen derselben einge- 


*) Plücker, Syst. d. @ d, R. 8, 14, 265. 


ee 


schriebenen alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche dem 
andern Kegel eingeschrieben werden können, in ebenen Curven.« 


Es sei 
KIEU 
die Gleichung des einen Kegels, dann ist 
Röhl: = 


die Gleichung eines andern Kegels, welcher den ersten in einer in 
der Ebene U, liegenden Curve schneidet; eine dem Kegel X einge- 
schriebene Oberfläche können wir durch die Gleichung 
K-+uU?=0 
und ebenso eine dem andern Kegel X + AU,2 eingeschriebene durch 
die Gleichung 
K--AU2 --»U?2, — 
dargestellt denken; werden diese beiden letzten Gleichungen von ein- 
ander subtrahirt, so erhalten wir 
uU? — AU — vÜ,2 0 
einen analytischen Ausdruck für die obige Behauptung. 
Schliesslich erwähne ich der Vollständigkeit wegen noch fol- 
gende bekannte”) Sätze: 
»Haben drei Flächen zweiter Ordnung einen und denselben 
Berührungskegel, so liegen die drei Scheitel der zweiten Be- 
rührungskegel, welche je zweien dieser Flächen gemeinschaft- 
lich umschrieben sind, in einer und derselben Geraden.« 
und 
»Haben von drei Flächen zweiter Ordnung je zwei und zwei 
gemeiuschaftliche Berührungskegel, so liegen von den sechs 
Scheiteln dieser Kegel viermal drei auf einer Geraden und 
sämmtliche sechs Scheitel auf einer Ebene. [Sind insbeson- 
dere diese Flächen Rotationsflächen, so liegen auch alle 6 
Scheitel auf einer Geraden.]« 


*) Magnus, Smlg. 1. Abth, $. 69. 
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